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INTRODUCTION 
Etant don&e une vari&C M il est toujours intkressant de savoir quel type de 
structures gComCtriques elle peut supporter. L’existence de ces structures et la 
CompatibilitC entre elles dependent de beaucoup de conditions qui peuvent @tre 
la dimension de M, sa topologie, etc...: A4 ne peut &tre complexe que si sa 
dimension est paire (!), des conditions nCcessaires de kghlCriennetC pour A4 
compacte se lisent sur les groupes de cohomologie, etc... Si M est un espace 
homogene G/K on peut encore se poser la question de savoir si ces diffkrentes 
structures (lorsque elles existent) sont invariantes par les translations A gauche 
sur G/K. LA encore on se heurte A des obstructions qui cette fois incluent en 
plus les propriMs algebriques du groupe G. Un rCsultat ancien de Wang [17] 
affirme par exemple que si G est complexe, K discret uniforme alors l’espace 
homogene G/K est ktihlCrien si et seulement si il est abClien. Dans un recent 
travail Benson et Gordon [l] ont obtenu le m&me rCsultat sans supposer que G 
est un groupe complexe mais toutefois avec l’hypothkse G nilpotent. 
Souvent une structure gCometrique sur un espace homogkne G/K (et de 
man&e g&&ale sur une variCtC M) est une section d’un certain fibrC vectoriel 
au-dessus de cet espace 51 I%quelle on demende d’gtre invariante sous l’action de 
G. Une manitre standard pour en construire une est de partir d’une section 
quelconque et d’en avoir une autre G-invariante par moyennisation. C’est du 
moins ce que l’on fait habituellement si le groupe G est compact. Ce pro&de 
reste encore valable, sous certaines hypothkses, quand G ne l’est plus. 
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Soient G un groupe de Lie connexe et K un sous-groupe tel que I’espace 
homogene W= G/K soit compact. L’hypothese de compacite n’est pas du tout 
artificielle. De tels espaces homogenes apparaissent naturellement comme 
espaces des adherences des feuilles de G-feuilletages de Lie sur des varietts com- 
pactes. Cela justifie un deuxieme aspect de ce travail et nous allons voir com- 
ment la consideration de W (verifiant une hypothese supplementaire) permet de 
relier certains invariants de tels feuilletages a ceux de l’algebre de Lie du groupe 
G. Supposons que G agit sur un fibre vectoriel E au-dessus d’une variete M; 
cette action induit une action naturelle de G sur l’espace F= C”(E) des sec- 
tions de E. On montre alors que si l’espace homogene W= G/K est moyennable 
(cf. 1.1. l), il existe une application de moyennisation positive m : FK -+ F, oti 
FK et FG designent les sous-espaces de F form& des sections de E qui sont 
respectivement K-invariantes et G-invariantes. Les consequences de ce resultat 
sont nombreuses: par exemple si M est complexe (munie d’une action de G) et 
si elle admet une structure kahlerienne ou symplectique K-invariante alors elle 
en admet une G-invariante (th. 1.2.1). Si A4 est egale a G et l’action est par 
translations a gauche alors les groupes G qui supportent de telles structures doi- 
vent avoir en plus certaines proprietes algebriques: si G est unimodulaire il est 
necessairement resoluble dans le cas symplectique, metabelien dans le cas 
kahlerien et dans cette situation abelien s’il est au depart nilpotent (prop. 1.3.1). 
Si G est un groupe complexe admettant une structure kahlerienne K-invariante 
alors il est ntcessairement abelien; ceci est une generalisation du theoreme de 
Wang signal6 ci-dessus. Son interet immediat est qu’elle permet de montrer l’in- 
stabilite du caractere kahlerien transverse des feuilletages (cf. 2.2). 
La deuxieme partie de ce travail est axee sur les liens qui existent entre la 
cohomologie H*(g) de l’algebre de Lie $7 du groupe G et celle H,*(G) des 
formes sur G invariantes par K. Si G se realise comme structure transverse d’un 
feuilletage de Lie (sur une variete compacte) ayant K comme adherence de son 
groupe d’holonomie, H,*(G) n’est rien d’autre que la cohomologie basique de 
ce feuilletage. On montre que si W= G/K est moyennable alors on a une injec- 
tion naturelle I* : H*(%) -H,$(G) (th. 1.2.3). Une premiere application est 
l’obtention de crithes de moyennabilite ou de non moyennabilite de W 
(th. 1.2.4). Sans l’hypothese de moyennabilitt de W l’application I* n’est pas 
en general injective mCme si la paire (G, K) provient d’un G-feuilletage de Lie; 
nous avons construit un contre-exemple a cet effet (cf. 3.2). 
l.STRUCTURESGtiOM6TRIQUESSUR LESESPACES HOMOGGNES 
Dans tout ce paragraphe G sera un groupe de Lie connexe et K un sous- 
groupe ferme. On notera W l’espace homogene G/K. 
1.1. CONSTRUCTION DE LA MOYENNE. Soit B l’espace de Banach des fonc- 
tions complexes uniformement continues et bornees sur W muni de la topologie 
de la convergence uniforme. L’action naturelle de G sur W induit une action 
de G sur B. 
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1.1.1. DfiFINITION. Une moyenne sur l’espace homogene W est une forme 
lineaire continue G-invariante m sur B telle que 
i) m(l)=1 
ii) m(J) = m(f) VfEB 
iii) m(f) 10 pour tome fonction reelle positive de B. 
L’espace homogene W est dit moyennable s’il admet une moyenne. On dira 
que le groupe G est moyennable si I’espace homogene G/(e) est moyennable. 
Par exemple les groupes compacts, les groupes resolubles sont moyennables. 
Tout espace homogene d’un groupe moyennable est moyennable. 
Une propritte remarquable des espaces homogenes moyennables est don&e 
par le 
1.1.2. THGORCME [6]. Soit W= G/K un espace homogene moyennable. 
Supposons que le groupe G agit a gauche affiniment et contintiment sur un con- 
vexe compact Q d’un espace localement convexe s&pare L. S’il existe un point 
a dans Q invariant par K alors il existe 6~ Q invariant par G. 
On definit @ : W-+ Q par o(g) = g. a oti g est la classe de g modulo K. 11 suffit 
alors de prendre 
6 = S @(&Wg) 
W 
oti m est la moyenne sur Wet SW @(u)dm(u) est l’unique Clement de Q dtfini 
par la condition 
( j WWW),z’) = S (W),z’W+) 
W W 
pour tout Clement z’ du dual topologique L’ de L. 
Soit Fun espace de Frechet muni d’une action affine et continue du groupe 
G. On notera FK (resp. Fo) le sous-espace des elements invariants par K (resp. 
par G). On a alors le 
1.1.3. TH~ORGME. Supposons que I’espace W = G/K est COmpaCt et moyen- 
nable. Alors it existe une application affine et continue 
telle que 
i) m(o) = o pour tout cz E Fo 
ii) Si A est une partie ouverte convexe de F telle que pour tout a E FK n A 
l’orbite de a reste dans A alors on a m(F, fl A) c Fo fl A. 
Si t’action de G sur F est lineaire alors m est aussi lineaire. 
L’assertion (ii) peut Ctre interpretee comme une condition de positivite. L’ap- 
plication m sera dite done une moyenne positive. 
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DfiMONSTRATION. Soit (Y E& et definissons l’application @ : G + F par 
e(g) = g. (r. Elle verifie o(g. k) =@(g) pour tout k E K et se factorise done a 
travers la projection canonique G + W, i.e. on a un diagramme commutatif: 
@ 
G-F 
On en deduit que Q. = @(G) est un compact de F. Notons Q0 son enveloppe 
convexe et Q l’adherence de Qe. Comme F est un espace de Frechet Q est un 
compact convexe sur lequel G agit affiniment et continfiment. Par le theoreme 
1.1.2. l’element 
est invariant par G. L’application 
est definie par m(a) = 8. Elle est affine (lineaire si I’action de G est lineaire), 
continue et prolonge l’identite de FG. 
Demontrons ii). L’ensemble A Ctant convexe il est Cgal, d’aprb le theoreme 
de Hahn-Banach, a l’intersection de demi-espaces ouverts 
ou N, = {a E F/l(a) > 0} et 1 est une forme reelle affine continue sur F. 
Comme Q. est compact le nombre ql= inf PEQo f(p) est strictement positif. 
D’autre part par hypothtse Q,, c A et done Q0 CA. Nous allons montrer que Q 
est aussi dans A. Soit y E Q; alors y = lim, + m yn oh yn = CF: I c&y: avec 
y; E Q. et ai> 0 verifiant 1:; 1 ai = 1. Si 1 est la forme affine de A definissant 
N, on aura 
I(y) = lim 2 ai/( 
n+m ;=I 
Comme I(yk)>q, et Ck, Ui=l, on a limn,, Ck, Uil(yi)lql i.e. f(y)Zq,. 
Ce qui montre qui QcA. Comme m(a) EF~ par construction on a m(a) E 
FGfTA. n 
1.2. CONSEQUENCES. Desormais W= G/K sera compact et moyennable et 
nous nous interesserons principalement au cas ou F= C”(E) est l’espace de 
Frechet des sections d’un G-fibre vectoriel E au-dessus d’une variete M. Par ex- 
emple supposons A4 complexe et que G agit holomorphiquement sur M. 
L’espace des formes hermitiennes sur A4 se decompose en somme directe 
S(2)@is2(2) ou Sc2) est l’espace des 2-formes symetriques reelles et Qc2) celui des 
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2-formes reelles alternees. Soit F le sous-espace ferme de S@)@i@) forme des 
elements f = s + io tels que do = 0. Une structure kahlerienne sur A4 est la don- 
nee d’un Clement f = s + io E F tel que s est definie positive. 
1.2.1. THBORGME. Si ii existe une structure kiihl&ienne K-invariante sur M 
alors il en existe une qui est G-invariante. 
DGMONSTRATION. L’action de G sur M&ant holomorphe et cornmutant avec 
la differentielle exterieure d, induit une action sur l’espace F de telle sorte que 
g. f =g . s+ ig e 0 pour f =s + iw. Soit A le cone ouvert forme par les elements 
de F, f =s + io tels que s est definie positive. Soit f0 =so + ioo la structure 
kahlerienne K-invariante. D’apres le theoreme 1.1.3 l’element f = m(fo) = 
m(s,) + im(oo) est G-invariant et appartient a A. If definit done une structure 
kahlerienne G-invariante sur M. n 
1.2.2. REMARQUES. i) Soit M une variete differentiable munie d’une action 
de G. Une demonstration similaire a celle du theoreme 1.2.1. permet d’etablir 
l’existence d’une metrique de Riemann ou, dans le cas ou G preserve I’orienta- 
tion, une forme volume, une forme symplectique ou de contact qui est G- 
invariante pourvu qu’il en existe une K-invariante. 
ii) Une connexion lineaire sur un fibrt vectoriel E sur M est une section d’un 
certain fibre affine sur M. Si E est un G-fib& l’existence d’une connexion K- 
invariante implique celle d’une connexion G-invariante. 
Dans toute la suite M sera egale a G et l’action de G sur lui-meme &ant par 
translations a gauche. On notera FJ l’algebre de Lie de G, C?*(G) l’espace des 
formes difftrentielles sur G et Q;(G) le sous-espace de Q*(G) forme des 
elements invariants par K. Si K= G on posera Q;(G) =A *9 qui n’est rien 
d’autre que l’algebre exterieure sur 9. Les cohomologies correspondantes 
seront notees respectivement H*(G), H,*(G) et H*(g). 
L’existence de la moyenne m : Q&G) + A *% et le fait qu’elle commute avec 
la differentielle exterieure de G donne le 
1.2.3. THEORCME. L ‘injection naturelle I : A*9 + Q;(G) induit un mor- 
phisme injectif 
I* : H*(9) -H,(G). 
Dans le cas oh K est discret et G est nilpotent ou completement resoluble, i.e. 
la representation adjointe ad(X) : 93 -+ $3 n’a que des valeurs propres reelles 
pour tout XE C9, il est connu que I * est en fait un isomorphisme (cf. [ 151 et [l 11). 
Le theorbme 1.2.3 donne un critere de non moyennabilite des espaces 
homogenes compacts et des groupes de Lie. Le calcul dans 3.2 montre par ex- 
emple que SL(2,R) n’est pas moyennable. D’un autre cot6 la seule considera- 
tion de l’espace H_(G), ou n= dim G, permet de donner une condition 
suffisante de moyennabilite de l’espace homogtne W= G/K. 
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1.2.4. THBORBME. L’espace vectoriel H:(G) est non nulsi et seulement si G 
et son sous-groupe K sont unimodulaires. Dans cette situation l’espace 
homogene W est moyennable. 
Notons que si K est discret alors la condition Hi(G) #0 est automatique- 
ment satisfaite. 
DGMONSTRATION. Soit X l’algebre de Lie de K. D’apres [3] il existe une suite 
spectrale qui converge vers H,*(G) et de terme EF=Hr( W,,XYq(X)) oti 
X4(Z) est le faisceau localement constant (ou fibre plat) sur W de fibre 
Hq(X). On verifie facilement que 
H;(G) = E;’ = HS( W, 3?‘(X)) 
oti s = dim W et t = dim K. Si Hi(G) est non nul l’espace vectoriel H’(X) est 
de dimension 1 et la composante neutre K. de K est unimodulaire. On rappelle 
que si W est une variete compacte orientable et k’ un fibre vectoriel plat au 
dessus de W alors la cohomologie de W g valeurs dans ce fib& plat verifie la 
‘dualite de Poincart’: pour tout p = 0, . . . , s= dim W on a un isomorphisme 
Hp( W, V) 2 H”-p( W, V*) oti V* designe le fibre plat dual de V. Dans notre cas 
on aura H’(W, X’(X)*)=HS(W, X’(X))sR. Le faisceau X’(X)* est done 
constant et &(.X) l’est aussi; par suite l’action de K/K0 (qui s’identifie a un 
sous-groupe de x1(W)) sur H’(X) est triviale. Cela entraine que K est aussi 
unimodulaire. D’autre part, la condition Hi(G)#O implique, de maniere 
tvidente, que H”(~)#O, i.e. G est aussi unimodulaire, done W est moyen- 
nable [6]. La reciproque est Cvidente via le theoreme 1.2.3. H 
L’injection I*: H*(9) + H,*(G), dans le cas particulier Hi(G)#O, a ete 
Ctablie dans [13] par des methodes differentes. L’hypothbe de moyennabilite 
qui intervient dam le theoreme 1.2.3 est substantielle. On verra en effet par la 
suite qu’il existe des exemples de groupes G et un sous-groupe K avec G/K non 
moyennable tels que H*(B) ne s’injecte pas dans H,*(G) (cf. 3.2). 
1.3. PROPRI~Tl?S ALGBBRIQUES DES GROUPES G X!PPORTANT DES STRUC- 
TURES GgOM6TRIQUES K-INVARIANTES. On supposera comme dans 1.2. que 
W= G/K est compact et moyennable. L’objet de cette partie est de donner ex- 
plicitement les proprittes algebriques des groupes G pour lesquels il existe une 
forme symplectique ou une structure kahlerienne K-invariante. 
1.3.1. PROPOSITION. Supposons G unimodulaire. Alors 
i) s’il existe sur G une forme symplectique K-invariante alors G est 
rksoluble. 
ii) Supposons que G admet une structure complexe invariante et une struc- 
ture de Kahler K-invariante, alors G est m&abelien; s’il est en plus nilpotent 
ou completement r&soluble alors il est abelien. 
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DGMONSTRATION. i) resulte de la remarque 1.2.2 i) et de [2], ii) est conse- 
quence du theoreme 1.2.1 et de [lo]. n 
1.3.2. REMARQuE. On peut montrer facilement que si G est un groupe com- 
plexe alors il supporte une structure kahlerienne K-invariante si et seulement si 
il est abelien. Ceci generalise un resultat demontre par Wang [17] pour K 
discret. 
1.3.3. COHOMOLOGIES INVARIANTES. On fait l’hypothese Hi(G)#O (qui 
implique la moyennabilite de W en vertu du theoreme 1.2.4). Les formes dif- 
ferentielles sur G invariantes par K generalisent de facon naturelle la notion de 
forme basique d’un feuilletage de Lie sur une variett compacte (cf. 0. 2). Les 
mtthodes developpees dans [5] permettent de montrer les proprietes suivantes: 
i) Le complexe de Rham (m,*(G), d) admet une decomposition de Hodge et 
la cohomologie H,*(G) verifie la dualite de Poincare. 
ii) si G admet une structure complexe K-invariante alors le complexe de 
Dolbeault (Qg*(G),a) admet une decomposition de Hodge-Kodaira et la 
cohomologie de Dolbeault Hi*‘*(G) verifie la dualite de Serre. 
En supposant en plus que G admet une structure complexe G-invariante et 
une structure kahltrienne K-invariante alors d’apres le thtoreme 1.2.1. il existe 
sur G une forme de Kahler w qui est G-invariante. Dans cette situation on a 
iii) HgG) = @p+q=r Hgq(G) et HFq(G) =Hzp(G); 
iv) pour tout p= 1, . . . . n = dime G la classe de cohomologie de wp est non 
nulle dans HFp(G). En fait on a un th&or&ne fort de Lefschetz, i.e. A[w~]: 
a EH~~~(G) + (YA [wp] E Hi’p(G) est un isomorphisme. 
Comme G agit holomorphiquement sur lui-meme la moyenne m : Q;(G) -+ 
,4 *9 preserve le bidegre des formes et induit done une moyenne m : Q:‘(G) --t 
APyq(e, pour p,q=O, . . . . n, qui commute avec les operateurs a et a. D’oti une 
pTq injection r * : Hp,q(C!2) + H K ( G). L’algebre $9 &ant unimodulaire sa cohomo- 
logie H*(g) verifie la dualite de Poincare. Et dans ce cas la dualite est d&rite 
par un isomorphisme type Lefschetz donnt par le diagramme commutatif 
Hff-p(G) r\[wpl, Hn+p 
K (G) 
f&‘(g) I r\ H”+P($~J). 
On peut remarquer aussi que H**(S) verifie la dualite de Serre et que les 
cohomologies H*(‘ZJ) et H**(FJ) heritent les proprietes iii) et iv). 
2. UNE APPLICATION AUX DI?FORMATIONS DES FEUILLETAGES TRANSVERSALE- 
MENT KjiHLfiRIENS 
2.1. QUELQUES RAPPELS. Soit 9 un feuilletage sur une variete M defini par 
un cocycle feuillett {(U,J, N, rjj)} ou { Ui} est un recouvrement ouvert de A4, 
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J : q -+ N sont des submersions et yij des diffeomorphismes locaux de N veri- 
fiant la condition fi = yij ofi. 
On dira que le feuilletage 9 est 
i) riemannien si N est une varitte riemannienne et les yii sont des iso- 
metries, 
ii) transversalement holomorphe si Nest une variete complexe et les yij sont 
des transformations holomorphes, 
iii) hermitien si il est a la fois riemannien et transversalement holomorphe. 
11 est en plus transversalement klihlkrien si N est munie d’une structure de 
Kahler invariante par les yij. 
On dira que 9 est un G-feuilletage de Lie si N= G est un groupe de Lie et 
les yij sont des translations a gauche. Un tel feuilletage est necessairement 
riemannien. Si A4 est compacte (ce que l’on supposera desormais) la structure 
d’un tel feuilletage est d&rite par le 
2.1.1. TH~ORBME [7]. II existe un morphisme h : n, (A4) + G et une fibra- 
tion localement iriviale D : ti+ G 02 ti est le revgtement universe1 de A4 tels 
we 
i) le feuilletage @, relevt! de g h A?, est dPfini par la fibration D, 
ii) pour tout *?E A? et tout y E z,(M) on a 
D(y en) = h(y). DX. 
On dira que D est l’application developpante de @. L’image I- de rci (M) par 
h est un sous-groupe de G appele le groupe d’holonomie de @‘. L’adherence de 
r dans G est un sous-groupe cocompact (i.e. l’espace homogene W= G/K est 
compact) [ 141. 
2.1.2. REMARQUE. Dire que le G-feuilletage de Lie $ est transversalement 
holomorphe (resp. transversalement kahlerien) c’est dire que G supporte une 
structure complexe (resp. kahlerienne) qui est K-invariante. 
2.2. UN CONTRE EXEMPLE A LA STABILITG DU CARACTJ?RE KiiHLGRIEN. Soit 
.F un feuilletage hermitien sur une variete compacte M. Une d&formation her- 
mitienne de $ est une famille (*‘Ft),, r oh T est un voisinage de 0 dans C”, de 
feuilletages hermitiens 9, sur A4 dependant holomorphiquement du parametre 
t et telle que .T@O=.F. Si g est le feuilletage par points, alors @ n’est rien 
d’autre qu’une structure complexe sur M=MO et (&)[, r dtfinit une dtforma- 
tion de cette structure complexe. Dans cette situation il est demontrt dans [12] 
que si A4 est kahlhienne alors il existe c>O tel que MI admet une structure 
kahlerienne pour tout t, / t / < E. Ce resultat a ete generalise dans [4] au cas d’une 
I/-varittt kahlerienne (qui peut toujours se realiser comme l’espace des feuilles 
d’un feuilletage compact transversalement kahlerien sur une variete compacte 
[9]). 11 est alors natural de se demander si ce resultat subsiste pour $ feuilletage 
transversalement kahlerien en general. Ceci ne saurait etre vrai comme le mon- 
tre la proposition 1.3.1. ii) appliquee a l’exemple qui suit (du dans le cas reel 
au premier auteur et Y. Carritre et independamment a E. Ghys [S]). 
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Soit ,%’ l’algebre de Lie complexe engendree par X, Y, Z et U d&rite par les 
relations 
( 
[X, Y] = z 
Z et U sont dans le centre de Y$? 
Soit H le groupe de Lie complexe et simplement connexe defini par % Ce 
groupe est nilpotent et les constantes tructurales de son algebre de Lie sont ra- 
tionnelles. 11 admet done un sous-groupe discret cocompact .J?. 
Pour tout t E C soit F[ le feuilletage sur H associe au sous-groupe complexe 
K, A un parametre engendre par Z + tU. Ce feuilletage est invariant par l’action 
de C sur H et definit done un feuilletage .9J[ sur 2 \ H. En fait on obtient une 
famille (~F,t)~~o de feuilletages hermitiens tels que & est de Lie model6 sur 
H/KOr C3 et pour t E C*, .!Ft est de Lie modele sur H/K, = JV~ est le groupe de 
Heisenberg complexe de dimension 3 qui est nilpotent et done moyennable. 
Nous avons done une famille ($t)lec de feuilletages hermitiens tels que, 
d’apres la proposition 1.3.1. ii), @e est transversalement kahlerien et pour tout 
t E C*, 9, n’admet aucune structure kahlerienne transverse. 
3. COHOMOLOGIE BASIQUE DES FEUILLETAGES DE LIE 
Soit 9 un feuilletage de codimension n sur une variete M. Une forme dif- 
ferentielle a est dite basique si elle verifie ixa= ixda=O pour tout champ de 
vecteurs X tangent 5 .K L’espace des formes differentielles basiques Sz *(M/s) 
muni de la differentielle exterieure st un complexe differentiel dont l’homologie 
H*(M/g) est appelee la cohomologie basique de 9. Si M est compacte et si g 
est de Lie de groupe G alors H*(M/g) s’identifie a la cohomologie des formes 
sur G invariantes par l’action de K oh K est l’adherence dans G du groupe 
d’holonomie de 5 Ainsi si les feuilles de .!F sont denses K = G et H*(M/9) 
n’est rien d’autre que la cohomologie H*(%) de l’algebre de Lie $9 du groupe 
G. Se pose alors la question de savoir quelle relation y a-t-i1 en general (i.e. pour 
Kf G) entre H*(M/$) et H*(g). L’isomorphisme subsiste toujours si G est 
compact ou si K est distingue dans G. Par contre des exemples imples tels que 
les feuilletages par points sur des espaces homogenes compacts obtenus comme 
quotient de SL(2,R) par des sous-groupes discrets montrent que H*(9) n’est 
pas isomorphe a H*(M/@). Mais si H”(M/4)#0 alors le morphisme 
H*(9) -+ H*(M/$) induit par l’inclusion naturelle est injectif [ 131. Le 
theoreme 1.2.3 generalise ce resultat au cas ou W= G/K est moyennable. 
Toutefois reste la question de savoir si H”(s) E H”(M/@‘). Ceci nous a amene 
a chercher de nouveaux feuilletages de Lie. 
Soit SO un GO-feuilletage de Lie sur une varitte compacte MO. Supposons 
que GO est un sous-groupe ferme de G. Dans cette situation on a la 
3.1. PROPOSITION. Si Q= G/Go est compact et la projection canonique 
p : G + Q admet une section o alors il existe un G-feuilletage de Lie 9 sur une 
vari& compacte M. 
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DtiMONSTRATION. Soit a0 le revetement universe1 de Me et Da : a,, + Go 
I’application developpante de go. L’application 
D:Il;l,xQ+G= Geea 
KY) -+ (DoA. O(Y) 
est une fibration localement triviale; ses fibres definissent un G-feuilletage de 
Lie sur A&, x Q invariant par l’action de nl(Mo) sur A$, x Q (agissant sur le 
premier facteur) et induit done un G-feuilletage de Lie F sur la variete com- 
pacte M=MexQ. W 
Cette proposition nous permet de construire un G-feuilletage de Lie 9 sur 
une variete compacte M pour lequel Hcodim @(M/g) = 0 et Hdim ‘( %) = R. Ce 
qui montre qu’en general, mCme pour * = codim @, H*(g) ne s’injecte pas dans 
H*(M/~). 
3.2. EXEMPLE. Soit GA le groupe des transformations affines de R qui 
preservent l’orientation. Ce groupe se plonge dans SL(2; R) de la facon suivante 
GA -+X(2, R) 
Le quotient Q = SL(2, R)/GA est diffeomorphe au cercle S’ et la projection 
SL(2, R) + Q admet une section donnee par la decomposition SL(2, R) = GA. 
SO(2). 11 a CtC demontrt par A. Haefliger qu’il existe une varitete compacte Me 
supportant un GA-feuilletage de Lie & a feuilles denses (cf. [8]). D’apres 3.1 
on obtient un SL(2, R)-feuilletage de Lie sur M= MO x S’. 
La cohomologie basique H*(M/@) est la cohomologie H&(SL(2, R)) des 
formes sur SL(2, R) invariantes par GA. I1 existe une suite spectrale de terme 
E/’ = HP@‘, Hq(%&‘)) 
qui converge vers H&(SL(2, R)). Le fib& GA --t SL(2, R) + S1 Ctant principal 
et GA connexe, I’action de rcl(S1) sur Hq(9.xf) est triviale. D’oh 
Efq = HP@‘) @ Hq(Y?~). 
Et comme dim St = 1 la differentielle d2 : E2pq -+ Ef+2,q-1 = 0 est nulle et done 
la suite E, stationne au terme E2, i.e. 




ff& W (2, R)) = 
R@R sir-l 
R si r=2 
0 sir13 
11 ne peut done y avoir d’isomorphisme entre H3(99(2, R)) et H,&(SL(2, R)). 
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